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УСТОЙЧИВАЯ СТАБИЛЬНОСТЬ ПРЯМОГО СТЕРЖНЯ ПРИ 

НЕРАВНОМЕРНЫХ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИХ НАГРУЗКАХ 
 

Аннотация: Работа посвящена проблеме нелинейной деформации стержня 

при термомеханической нагрузке. Рассматривается проблема при деформации в 

плоскости под воздействием механических нагрузок и неравномерных 

температурных полей. Для изогнутых стержней сформулированы основные 

дифференциальные уравнения, из которых могут быть получены дифференциальные 

уравнения для плоских стержней, если заданное значение Ө0=0, р0 стремиться к 

бесконечности. Были сформулированы граничные условия для различных типов 

кромок крепления. Проблема нелинейного края решается методом движения вдоль 

параметра с параллельной пристрелкой. Была предложена одна задача и 

представлены результаты расчетов.  

Ключевые слова: нелинейная деформация, стержень, устойчивость, 

термомеханическая нагрузка, дифференциальное уравнение. 

 

Введение. Критическая нагрузка на стабильность обычных 

строительных конструкций в упругой фазе часто очень близка к разрушению 

и опасности. Поэтому в расчетной модели очень важно учитывать 

геометрические особенности конструкции и режимы нагрузок конструкций в 

условиях эксплуатации. 

Поэтому, очень интересно определить зависимости критических 

нагрузок от градиента температуры поперечных сечений и времени начала 

критического состояния для проекта.  

Чтобы определить критические нагрузки и формы деформируемых 

элементов необходимо изучить нелинейную термоупругую геометрическую 

задачу.  

Из-за механики стержней и проблемы теплопроводности аналитическое 

решение нелинейной задачи является сложным, и в некоторых отношениях 

неэффективным.  

Проблема может быть эффективно решена численными методами, что 

позволило бы автоматизировать усложненные инженерные вычисления.  

Условия и методы исследований. Уравнения нестационарных 

термомеханических задач представлены в работе [3].  

Рассмотрим прямоугольный поперечный стержень, нагруженный 

продольной поперечной нагрузкой и неустойчивым температурным 

полем ),,( yztTT   , ось соответствует оси симметрии поперечного сечения. 
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Для решения температурной задачи выбираем систему координат zoy , 

начало которой находится на нижней поверхности стержня а ось y  

параллельна оси стержня. 

Пусть это будет нижняя поверхность слитков ],[ be  в месте, нагретом 

нагревательными устройствами определенной силы Q .   

 Уравнение теплопроводности в безразмерных количествах будет 

выглядеть следующим образом: 
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Для решения нелинейной задачи механики мы используем метод 

Эйлера. Выбираем систему координат 11cyz , у которой начало будет 

совпадать с приведенным центром тяжести, а ось 1z  будет параллельна оси 

z (рис.1). 

 
Рис. 1. К расчету нестационарной термоупругости 

 

Поскольку поле температуры не является нестационарным, то 

компоненты вектора перемещений точек термоупругой линии также 

нестационарны и будут зависеть от осевых координат и времени ),( 1 tz : 

),(),,(),,( 111 tztzvvtzww    [2]. Изучалось медленное нагружение, 

когда силы инерции можно было игнорировать. 

Мы предполагаем, что перемещения больших и конечных значений не 

зависели от траекторий термомеханических нагрузок. 

Материал соответствует закону Гука, где модуль упругости не был 

зависим от температуры. 

Система дифференциальных уравнений нелинейной задачи нелинейной 

термоупругой деформации в координатах Эйлера в безразмерных величинах 

имеет вид: 
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В уравнениях (1) и (2) были использованы безразмерные значения. 

Последовательность решения данной задачи будет выглядеть таким 

образом.   

Вначале решаем задачу теплопроводности и на каждом этапе будем 

определять распределения температур в стержне, затем будем находить 

приведенный центр у поперечного сечения и будем интегрировать (2). 

Для интегрирования дифференциальных уравнений в частных 

производных (1), имеются граничные и начальные условия: 

 

fTTt  ,0                                                                                                (3) 
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Обсуждение научных результатов. В граничных условиях (4) 

функция )(1 tf  дается на основе произведенных экспериментов, в виде 

степенной функции или в виде зависимости в промежутке ],[ be  
n

f tqTtf )(1
. Степенная зависимость определена на основе результатов 

экспериментов. Функцию )(1 tf  можно будет задавать в соответствии с 

характеристикой нагревательного устройства.  

Чтобы объединить системы дифференциальных уравнений, мы 

используем (2) граничные условия. Для консольной балки, имеющее жесткое 

защемление на левом конце в безразмерных величинах имеем: 
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Вычисление уравнения теплопроводности (1) выполняется методом 

прямых. Заменяли центральными конечно-разностными аналогами 

производные по координатам z  и y , выбирая прямоугольную сетку 
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Граничные и начальные условия в безразмерных величинах: 
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Определив температурные поля, в каждом шаге времени, решали 

нелинейную краевую задачу деформирования стержня. Интеграция системы 

дифуравнений (2) с граничными условиями (5) осуществлялась применением 

метода движения с параллельной пристрелкой. 

Заключение. Деформацию термоупругой линии 0  и величину x  

определяли с применением уравнений. Во время интеграции системы (2) 

рекомендуется принять внешнюю нагрузку в качестве параметра движения. 

При нулевых значениях внешних нагрузок были точно определены 

граничные условия в самом начале интервала интегрирования.  
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БІРКЕЛКІ ЕМЕС ТЕРМОМЕХАНИКАЛЫҚ ЖҮКТЕМЕЛЕР КЕЗІНДЕ  

ТІК ӨЗЕКТІҢ ТҰРАҚТЫЛЫҒЫ 
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Аннотация. Жұмыс термомеханикалық жүктеме кезінде өзектің сызықты емес 
деформациясы мәселесіне арналған. Мәселе механикалық жүктемелер мен біркелкі 
емес температуралық өрістердің әсерінен жазықтықта деформация кезінде 
қарастырылады. Қисық өзектер үшін негізгі дифференциалдық теңдеулер 
тұжырымдалады, олардан жазықтық өзектер үшін дифференциалдық теңдеулерді 
алуға болады, егер берілген мән Ө0=0 болса, р0 шексіздікке ұмтылады. Бекіту 
жиектерінің әртүрлі түрлері үшін шекаралық жағдайлар жасалды. Сызықты емес 
жиек мәселесі параллель атыспен параметр бойымен қозғалу арқылы шешіледі. Бір 
тапсырма ұсынылды және есептеу нәтижелері ұсынылды. 

Тірек сөздер: сызықты емес деформация, өзек, тұрақтылық, 
термомеханикалық жүктеме, дифференциалдық теңдеу. 
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STABLE STABILITY OF THE STRAIGHT ROD UNDER UNEVEN THERMOMECHANICAL LOADS 

 
Abstract. The paper is devoted to the problem of nonlinear deformation of the rod 

under thermomechanical load. The problem of deformation in the plane under the 
influence of mechanical loads and uneven temperature fields is considered. Basic 
differential equations are formulated for curved rods, from which differential equations 
for flat rods can be obtained if the given value O0=0, p0 tends to infinity. Boundary 
conditions were formulated for various types of attachment edges. The problem of the 
nonlinear edge is solved by the method of movement along the parameter with parallel 
targeting. One task was proposed and the results of calculations were presented. 

Keywords: nonlinear deformation, rod, stability, thermomechanical load, 
differential equation. 
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